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Pdle Physique

Avant-propos

Cher lecteur, Chere lectrice, & physicien, 6 physicienne, le livret que vous avez entre vos
mains est la seve pédagogique du tout premier camp de physique organisé par I’association
Math&Maroc au Lycée Mohamed VI D’Excellence a Benguerir entre le 14 et le 20
Juillet 2025. Une semaine qui avait pour objectif, d’immerger les jeunes participants du
Tronc Commun, et de premiere année Bac, dans le monde fascinant de la science, et on
découvre, passée ladite semaine, que ce sont les participants qui nous ont immergé dans
un monde de liesse et de curiosité singuliere. On tient a remercier tous les candidats qui
ont contribué au succes de cette premiére édition.

On voulait scruter la physique loin des bancs scolaires, a[ranchis des cours linéaires et
des examens figes. Pour une fois, on voulait admirer la physique comme un faite auréolé
de mystére, pourtant atteignable et a la portée des hommes. On espere avoir releve le défi
et montré a nos jeunes que la physique est la science de tous les jours, a méme de vous
expliquer la météo qui fera le lendemain, de conjecturer les trajectoires de tout ce qui
est en mouvement, de sonder I'infiniment petit, et de contempler I'infiniment grand. La
pédagogie que nous avons tenté d’adopter est celle de Feynmann; simplifier les sciences
sans pour autant tomber dans la vulgarisation, étre fidéle a la rigueur et au formalisme
sans pour autant finir sur des complications surérogatoires. C’est ce juste milieu judicieux
gue nous avons cherché a concilier pour la rédaction de ces cours, et on espére avoir réussi
dans cette mission.

Le livret est composé de 14 chapitres répartis comme suit :
= Trois chapitres de mathématiques passant en filigrane des applications en physique.

= Un premier cours de thermodynamique pour répondre a I'ultime question : Com-
ment calculer la température moyenne de la Terre ?

= La mécanique se décline en trois chapitres fondamentaux : la cinématique, la
dynamique et I’énergétique .

= Le chapitre 8 est un deuxieme cours de thermodynamique dont le but est de montrer
la relation des gaz parfaits/Loi Boyle-Mariotte.

<= Le chapitre 9 nous emporte a I’infiniment grand afin d’étudier les mouvements
stellaires et planétaires.

= S’ensuivent deux chapitres sur les ondes, qui conduisent a la fameuse équation
d’onde de D’Alembert, en empruntant le chemin suivi par D’Alembert lui-méme
pour énoncer son équation historique, il y a plus de deux siecles et demi.

<« Deux chapitres d’électrocomagnétisme, ot Coulomb et Lorentz nous présentent le
fruit de leur génie pour expliquer des phénomeénes aussi magiques que le magnétisme
ou I'induction.

= Le livret se cléture sur le corrigé du test qui a eu lieu I'avant-dernier jour du camp.
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Le moment est venu pour rendre a César ce qui est a César. On se doit de saluer le
travail d’une cohorte engagée qui a veillé & I’élaboration du plan et du contenu de ce
livret. Un premier merci s’adresse a Mohamed Taha Afif et Ahmed Chahlaoui,
les VP de I’événement FMA dont le succes est dU a leur gouvernance éclairée, a leur
vision pédagogique, et au sourire de I'un conjugué a I’lhumour de I'autre. On remercie
Aymane Maaitat, aka le maitre du rationnalisme de Math&Maroc, dont vous retrouvrez
la trace dans les références philosophiques de ce cours, Mouad Datazout notre plus
grand pédagogue iconique de sa philosophie de vie, et de son savoir encyclopédique (Hello
Tchernobyl 1), Amine Mahdane le quantique qui Vérifie bien I'identité de Heisenberg,
assez pédagogue pour vous expliquer I'indice de réfraction par un mouvement zigzague,
Yassir Amazouz, pour qui la physique de I’expérimentation - hyperbole raisonnable
et raisonnée- a dévoilé tous ses secrets, un esprit scientifique percutant et une rigueur
implacable, Amine El Khanchaf, qui innonde sa classe d’une atmosphére joviale avant
de se lancer dans sa mission d’enseignement avec noblesse, Samy Essebbabi le maitre de
rigueur, le parrain de I’équipe qui veille sur le bon déroulement de chaque cours et notre
garde-fou des considérations compliquées, Ali Hakim, le pédagogue expert qu’aucune
force ne peut juguler I'enthousiasme dés qu’il se retrouve face a un tableau, la merveilleuse
Salma Ouacha, a I’écoute de ses éleves, d’'une grande habileté dans sa mission, et d’une
compétence sans égal, Mouad Zemzoumi le professeur heureux, qui ne se contente pas
d’enseigner mais il apprend a ses éleves d’aimer ce qu’il leur transmet, Hadir Taleb
dont le tableau expose des formules calligraphiées avec soin, accompagnées d’un discours
émaillé d’analogies éclairantes, Bilal Bahchani qui a contribué a I’élaboration et a la
rédaction des cours de TPs du camp, une personnalité intellectuelle singuliére, Sara
El Akel, dotée d’un raisonnement structuré et d’une rigueur sans faille, elle incarne
a la fois la compétence et I'intégrité, Aymen Houas, qui dompte la physique d’une
plume précise jusqu’a laisser fondre les sceptiques comme de la glace a 298K, Youssef
Lazzouzi et Badr Eddine Houmaydy les Maxwell de I’équipe, faisant preuve d’une
grande maturité intellectuelle et d’un sens aigu de détail, Ayoub Gourari appliqué dans
son travail, sérieux et consciencieux, et Abderrahmane Echaarani qui a procédé a un
audit meticuleux de ces supports de cours.

Derriére les coulisses de FMA, une autre milice a travaillé sans repos ni tréve pour rendre
cet événement possible. Une pensée sincére a Khalil EL Azri, le pillier de I’événement
qui a tracé son fil rouge depuis le début. Hommage a toute I’équipe de sélection : Amine
Saadi qui s’applique dans ses taches plus vite qu’un photon ne traverse un interféromeétre,
Ilyas Dahaoui fort de son approche scientifique exhaustive, Nour el houda El bouz
qui a aidé lors de la deuxieme phase de sélection, et un hommage salutaire a Chaymae
Faraji qui a toujours travaillé avec constance et méthode et & qui 'on doit I’idée
originelle de I’événement FMA. Un grand merci s’adresse également a notre artiste
Islam Bouikiri a qui on doit la beauté de nos a [chds. Et pour parfaire cet arsenal,
rendons hommage a I’équipe qui était sur place & Benguerir pour assurer I’événement
: Mohammed Taha Ennahili enjoué et plein d’esprit, Nasma Chadli incarnant
responsabilite et engagement, s’est imposée comme une figure centrale de la semaine
FMA, Manar Souktani dévouée, méthodique et performante, Rania Daya a travers
son oculaire, capture et fige tous les bons moments, Malak Khaldouni et Oumayma
Essarhi qui ont apporté a I’événement une ambiance agréable tout en dégageant une
aura inspirante, et Adam Lachkar, toujours méthodique et appliqué dans tout ce qu’il
entreprend.



Pdle Physique

Une dithyrambe, certes longue mais elle est bien a sa place. Cher lecteur, Chere lectrice,
on vous invite a passer un moment d’apprentissage délassant, a travers les pages de ce
livret. Si vous relevez quoi que ce soit, ou vous avez une remarque a nous adresser, veuillez
nous envoyer un mail a I’adresse suivante : math.maroc.fma@gmail.com
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1 Fonctions usuelles

1.1 Les fonctions

Dé nition 1.1. Unefonction f est une application d'un domainé vers un domaine
J qui a chaquex, associeune unique image f (x). Dans ce cours, on s'intéresse
aux fonctions telles que les domaingset J sont des intervalles deR.

(a) Courbe dey = x2 (b) Courbe de x = y?

Figure 1: La courbe de gauche est une fonction, alors que la courbe draitest pas une
fonction .

On voit que dans la gure 1, chaque élémenx admet une unique valeur par la
fonction de courbe gauche, donc elle obéit bien a la dé nition, etest une fonction
Contrairement a la courbe droite, ou chaque élémemnt > 0 admet deux images, une
au-dessus de l'axe des abscisses, et l'autre au-dessous. A titre d'exemptel admet
deux imagesy =1 ety = 1, doncce n'est pas une fonction.

e R
Proposition 1.1. Soit f une fonction dé nie del versJ, x 2 | ety 2 J, on dit que
x estl'antécédent dey sif(x) =y,

~ Sitout élément deJ admet au moins un antéceédent, on dit gue estsurjective .
Si tout élément deJ admet au plus un antécédent, on dit que est injective .

Si tout élément deJ admet exactement un seul antécédent, on dit glieest
bijective .

\Remarque . Une fonction bijective est a la fois injective et surjective.
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Figure 2: Figure illustrant les fonctions injectives, surjectives, et bijectives (source
wikipédia).

Considérons les fonctions :

f: R 1 R* g: R" I R h: R I R*
X 7! X2 X 7! x2 X 7! x2

f est surjective , car pour tout élémenty 0, on peut trouver x tel que x? =,
il sut de prendre x = y, doncy admet au moins un antécédent . Mais f
n'est pas injective commey peut avoir deux antécédents.

Poury 2 R, maisy < 0, on ne peut trouverx tel quey = x? carx? 0. Donc pour

la fonction g, il existe des éléments sans antécédentsn'est pas surjective . Sion
prendy O, alors elle admet comme antécédent par la fonction I'expression de la
fonction g les antécédentx = P youx = y. Mais I'ensemble de dé nition deg
estR*, doncx = " y nécessairement, ainsi chaque élément admet soit un antécédent
soit aucun antécédent par la fonctiorg. Ainsi, g est injective.

La fonction h est injective par le méme argument que. h est surjective par
le méme argument qué . Ainsi h est bijective .

Note 1.1. Une fonction, c'est un ensemble de départ, une expression, et un ensemple
d'arrivée, et non uniguement son expression. Dans l'exemple ci-dessus, les trpis
fonctions ont la méme expression, mais elles sont injectives ou surjectives, selon leprs
ensembles de départ et d'arrivée respectifs.

1.2 Polynbmes

10
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e R
Dé nition 1.2. On considéere la fonction

f Rl R
X7! ag+ ayx + ax?+  + agx’®

tel quea; sont des constantes reelles, et 6 0, la fonction f est appelégolynéme
\de degréd 0. Le degré est I'exposant le plus grand de la fonction.

Exemples de polynémes en physique :

A

L'énergie cinétiqueE(v) = %mv2 est un polynéme de degr@ env et on aa, =
eta; = ap=0.

N3

L'énergie potentielle de référence 2= 0 : Ey(z) = mgz est un polynbme de degre
lenzetonaa; = mgetay=0.

La loi d'Ohm U(l) = RI est un polynéme de degrd enl aveca; = R et a; = 0.

[Note 1.2. Notons que siP est un polynébme de degréd alorsa, =0 sii>d j

[Dé nition 1.3  (Racine d'un polyndme) r est dite racine du polynémé> si P(r) =0 j

Proposition 1.2. " La somme de deux polyndbmes est un polyndome.

Le produit de deux polynédmes est un polynéme.

Savez-vous que vous utilisez le polynéni(x) = x® + x°+ 1 a chaque fois que vous tapez
la lettre a sur votre téléphone ou votre PC ? En e et, chaque caractere est converti en un
code binaire de0 et de 1, et on interprete les codes, comme dans la gure 3 ci-dessous.

Figure 3: 01100001est le code binaire de la lettrea

Pour les systemes électroniquesprend la valeurx = 2. Donc votre PC interprete la
lettre a comme un nombreP (2).

11



Pdle Physique 1 Fonctions usuell

es

[

~

Note 1.3. Les polyndmes sont particulierement intéressants, parce qu'ils sont facilg
a manipuler, on peut les étudier a la fois de maniere algébrique (étude des racing
ou de maniere analytique (étude des fonctions), ou géométrique. On verra dans
prochain cours, qu'une fonction qui véri e certaines propriétés peut étre approximé

S
S),
le

D

par un polynéme (Développement limité).

\_ J
1.3 Fonctions rationnelles

e R
Dé nition 1.4. Soit P et Q deux polynébmes, on dé nit la fonction rationnelle par :

f :RnA! R

P(x

X 7! L

Q(x)
\ou A est I'ensemble des racines réelles @ qu'on appellepdles de f. y

1

1.

O

4 Fonction exponentielle

4.1 Dé nition et propriétés

n considére I'équation fonctionnelle suivante :

Pour tout x;y dansR f(x+y)= f(X)f(y)
f()=-e

oue 2;71828est lenombre de Néper . [e est un hombre tout comme ]

[Proposition 1.3. L'équation fonctionnelle ci-dessus, admet une unique solution.j

Démonstration 1.1. Montrons l'unicité de la solution de I'équation fonctionnelle
avecf (1) = e.
Soit f une solution de I'équation fonctionnelle, alors poun entier naturel, on a

f (nx) = f(x)"
En posantx =1, on a
f(n=f@Q)"=¢€"

On considére maintenant un nombre rationney = g ou p et g sontdes entiers
relatifs de pgcd (plus grand commun diviseur) égallaet q6 0, et on veut calculer
I'image dey par f:

f(p) = f(ay) = f(y)*
De l'autre c6té, nous avong (p) = €°, ainsi f (y)9 = €°, en levant le tout a la puissance
%, on retrouve

f(y)=ei=¢

12



Pdle Physique 1 Fonctions usuelles

Ainsi, toutes les fonctions qui satisfont I'équation fonctionnelle donnée dans la dé ni-
tion, et vérient f (1) = e, coincident entre elles sur I'ensemble des entiers relatifs
ainsi que sur I'ensemble des nombres rationnels.

D'aprés le mathématicien Dedekind, quand deux fonctions coincident sur I'ensemble
des rationnels, alors elles coincident partout sStR. D'ou l'unicité de la solution
et la légitimité de la dé nition a

aNotez que la fonction exponentielle est en général dé nie de maniére bien di érente. Pour les
plus curieux, on peut la dé nir par exemple comme la limite de la suite(1 + %)" avec n tend vers
I'in ni.

e R
Dé nition 1.5. La fonction exponentielle est l'unique solution de I'équation
fonctionnelle ci-dessus, elle est dé nie par :

exp R!' R
x7! f(1)*=¢€

Figure 4: Tracé de la fonction exponentiellexp :x 7! ¢*

La fonction exponentielleexp: x 7! exp(x) est alors une généralisation de la fonction
puissance, ou on éléve un nombre a la puissanc@ R, au lien de I'élever a une puissance
entiere, elle est caractérisée par les propriétés suivantes :

A

La fonction exponentielle est strictementroissante .
Pour tout x dansR on ae* > 0.

On voit que lorsquex s'approche del |, la fonction exponentielle s'approche dé,
et on notelim,,;; € =0.1

Lorsquex s'approche det+ 1 , la fonction exponentielle s'accroit de plus en plus, et
on notelimy, +1 €=+ 1.

1La notion mathématique de limite sera abordée dans le prochain cours. Ici un léger avant-godt, et
non une description compréhensive. Vous pouvez revenir a cette rubrique une fois le cours de limites
entameé.

13
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e R
Note 1.4. Soit a un réel, la fonctionx 7! a* est aussi une solution de I'équation

fonctionnelle
f(x+y)=fX)f(y)

\avec la conditionf (1) = a

P+1 Xk

Théoreme 1.1. Pourtoutx2 R,onae =1+ x+ §+ §+ = k2L kT

Dans le prochain cours de la dérivation, vous aurez des éléments supplémentaires pour
comprendre ce résultat. Ainsi, on peut en déduire que powr> 0, on a

x? e X

2! X 2

L'ordre n'est pas changé, cak > 0. Ainsi, a l'in ni, la quantité % reste plus grande que

5 qui est déja in ni, donc en termes de "limites”, on a :

e >

. €
im —=+1
x! +1 X
Comme on verra plus tard dans le cours de dérivation, on alT: 0, ainsi pour la limite
al ,ona
: . . X
lim xe*= lim ( x)e *= Ilim —=0
x!'1 x! +1 x! +1 ex
e R

Note 1.5. Vous allez voir dans le cours des ondes qu'on peut exprimer la perturbatipn
de I'onde a l'aide d'une fonction sinusoidal&(x;t) = Asin(wt  kx). Dans la vie
réelle, 'onde s'évanouit au bout d'un moment, alors que la fonction sinusoidale gargle
toujours son amplitude maximalel, ainsi pour prendre en compte cet évanouissemen,
I'expression qui dépeint délement l'onde est

S(x;t) = Ae ' sin(wt kx)

ou est une constante positive qui dépend des propriétés du milieu de propagation] et
L gurez-vous quelimy +; e ' =0, donc on capture cet évanouissement de I'onde./

1.5 Fonctions inverses

e R
Dé nition 1.6. Sif une fonction bijective del versJ des intervalles deR, alors
pour chaque élémeny de J, il existe un seul et unique antécédent dey dansl,
d'apres la dé nition 1.1. Alors on dé nit la fonction

gJ! |
y7! X

La fonction g associe a chaque élément deson antécédent dans par la fonction f .
La fonction g est bien dé nie car I'antécédent est unique. Et on notg= f 1, qu'on

14
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kappellela fonction réciproque de f . )

Théoreme 1.2. Soit f une fonction del versJ, et g sa fonction réciproque, alors
pour touty 2 J:
flay) =y

et pour toutx 2 |, on a
9(f (x)) = x

(" )
Exercise 1.1. On considere la fonctionf qui convertit la température en degrés
Celsius°C T¢ en une autre unité de température appeldegrés Fahrenheit °F

f(Te) :
f:R! R 1)

Tec 7! gTC +32

Montrez quef est bijective et que sa fonction réciproque (qui convertit une température
en °F en température en°C) est dé nie par :

f 1:R! R (2)
5
Te 7! §(TF 32)
Remarque : Le fait que la fonction de conversion d'unités soit bijective est lié al

fait que la température est physiquement la méme qu'elle soit décrite°€éou en °F
(_Ou en toute autre unité. )

Théoreme 1.3. La fonction exponentielle esbijective .

expR! ]0;+1 [

Cette propriété peut étre conclue d'aprés la courbe de la fonction exponentielle gure 4.
Pour tout réel b la droite horizontaley = b intersecte la courbe en un unique point, ce qui
veut dire queb admet un unique antécédent, donc la fonction exponentielle est bijective.

1.5.1 Fonction logarithmique

Dé nition 1.7. On dé nit la fonction logarithme népérien comme la fonction
réciproque de la fonction exponentielle.

In:]0;+1 ' R

15
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( )
Exercise 1.2. Montrez que pourx;y 2]0;+1 [ et r nombre rationnel :

In(e) =1
In(xy) = In( x) +In( y)
In(x") = rIn(x)

®3)

kLa derniere égalité est valide méme siest un nombre réel. .

Figure 5: Les fonctions exponentielle et logarithme sont symétriques par rapport a la
droite d'équationy = X

Le fait que la fonctionexp et la fonction In sont symétriques par rapport a la droite
y = X illustre une proriété générale de toute fonction bijectivé avec sa fonction réciproque
f 1. Pour la fonction logarithme, on note les proriétés suivantes :

Pour tout réel strictement positif x, on a
In(x) Osix 1
In(x) < 0six< 1
" In est une fonction strictementcroissante . Elle est aussi bijective, et sa fonction

réciproque est I'exponentielle.

"~ Commelimy, +, € =+ 1, alors poury = €, on aln(y) = In(e*) = X, et en termes
de "limites", on a :
Iimy! +1 |n(y) =+1

16
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"~ Commelimy,; € =0, alors poury = €, on aln(y) = In(e*) = x, donc quandx
se s'approche del |,y s'approche deO. Ainsi, réciproquement quandy s'approche
de O, x s'approche del . En termes de "limites”, on a:

limy oln(y)= 1

Comme souligné ci-dessus, quand! +1 ,one! +1 également, on veut
calculer la limite de@ en nous basant sur la limite connue

. €
im —=+1
x +1 X
. Ceci n'est pas une démonstration mathématique, mais une intuition pour com-
prendre d'ou viennent les résultats. On posg = In( x)

. In(x .
lim ( )= lim Yy
x! +1 X x' +1 @ yl +1 ¢

I
§
|
I
o

4 N

Note 1.6. On dé nit le logarithme népérien de base a x 7! log,(x) comme la

fonction réciproque de la fonctionx 7! a*. On peut montrer que pour toutx > O,

on alog,(x) = = En eet, pour x> 0

log,(a¥) = x
car log, est fonction réciproque dex 7! a*, de l'autre coté

In(a*) _ xIn(a) _
In(a)  In(a)

Ainsi, nous avons égalité des deux cotés. Donc pour tqutjui peut s'écrire sous
la formey = a*, on a égalité des deux formules. Et puisque la fonctian/! a* est
bijective, alors pour touty > 0 il existe un uniquex 2 R tel quey = a*. Ainsi, par
propriétés de bijection, on a :

In(x)
log,(x) = ~——

L In(a) )

4 )
Note 1.7. Le logarithme est la fonction qui généralise le probleme suivant : A quelle
puissance faut-il lever le nombr& pour trouver 27, comme c'est un exemple simple,
vous avez sUrement trouvé que c'e8t Mais si le logarithme n'existait pas, on ne
saura répondre a la question "a quelle puissance faut-il lever le nom®ngour trouver
19', et en se servant de lui, on peut esquisser cette répomhsg;(19).

J

1.5.2 Fonctions trigonométriques inverses
On considére la fonction cosinus sur l'intervall§0; ] :

cos:[Q ]! [ L;1]
X 7! cosk)

17
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3>
>

sin( ) |---------

Figure 6: Chaque point de coordonéds; 0) du diamétre horizontal admet un unique
antécédent par la fonction cosinus sur le demi-cercle du dessus.

On peut déduire d'aprés la gure6, qu'elle est bijective de[0; ] sur[ 1;1]. Ainsi, il
est légitime de dé nir sa fonction réciproquecos ! qu'on note arccos et on a

arccos : [ L;1]! [0; ]
X 7! arccosk)

4 )
Proposition 1.4 (Propriétés de I'arccosinus) La fonction trigonométrique inverse
arccosest caractérisée par :

~ Entre 0 et , la fonction cos est strictement décroissante, ainsarccos est
également strictement décroissante suir 1; 1].

On a 8
2 arccos(1) =0

. arccos( 1) =
arccos(0) = 5

Pour toutx 2 [ 1;1], on a

cos(arccosX)) = x

On considére la fonction sinus sur l'intervallg¢ ;5] :
sin:[ =;=]! 11
[ 5i5l! [ 11
X 71 sin(x)

18
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3>
>

sin( ) |---------

N|

Figure 7: Chaque point de coordonée®;y) du diamétre vertical admet un unique
antécédent par la fonction sinus sur le demi-cercle droit.

On peut deduire d'apres la gure7, qu'elle est bijective de[ ;5] sur[ 1;1]. Ainsi,
il est Iégitime de dé nir sa fonction réciproquesin ! qu'on note arcsin et on a

22
X 71 arcsin(x)

arcsin: [ 1;1]! [

4 )
Proposition 1.5 (Propriétés de l'arcsinus) La fonction trigonométrique inverse
arcsin est caractérisée par :

~

Entre 5 et 5, la fonction sin est strictement croissante, ainsiarcsin est
également strictement croissante sur 1;1].

A

On a 8 i
2 arcsin(l) = 5

, aresin( 1) = 5
arcsin(0) =0

Pourtoutx 2 [ 1;1],0on a

L sin(arcsinx)) = x p

On considére la fonction tangente sur son intervalle de dé nitioh 5, 5[, représentée
sur la gure 8.
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3>
>

_ttan
P(

\J
x

N

Figure 8: Chaque point de coordonégs2 R de la ligne verticale a droite admet un unique
antécédent par la fonction tangente sur le demi-cercle droit.

On peut déduire d'apres le tracé de la courbe, que la fonction tangente est bijective de
1 3:3[surR. Ainsi, il est Iégitime de dé nir sa fonction réciproquetan * qu'on note
arctan, et on a

tan :R! ==
arctan ] > 2[
x 7! arctan(x)

4 R
Note 1.8. Les fonctions trigonométriques inverses servent a déterminer la valeurr
des angles a partir de son sinus, cosinus, ou sa tangente. Par exempbs() = 0:6
implique que = arccos(06) Les fonctions trigopnométriques inverses servent ainsi en

optique géométriqgue et en mécanique classique. Bref. ce sont des fonctions tres utiles

|
\_ J
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1 Fonctions usuelles

Résumeé du cours fonctions usuelles

[

.

Key point 1.1.

N
Une fonction f donne a chaque poink de son domaine de
dé nition, un unique point y de son espace d'arrivée. On di est I'image de
x par f, et x I'antécédent dey par f .

A

Quand l'antécédent dex par f de tout point est également unique, on dit que la
fonction est bijective, et on dé nit sa fonction inversé *. [Elle n'a rien a voir
1
avec =]
f

J

-

.

\

Key point 1.2. " On sait comment élever les nombres a des puissances entiefes

~

. P~ R
Vous connaissez le nombre 2, vous savez aussi que2 =2 et que(223)° = 22,

22 =8;5°=125;9=81

donc si on veut écrire 2 = 2", on peut conclure que = % Vous découvrez
donc que vous savez aussi €élever les nombres a des puissances rationnelles.

Mais notre cher orga Ali aime bien éleveR a la puissance , et calculer?2 .
Donc voici une premiére raison , qui nous pousse a parler de la fonctior
exponentielle qui généralise le concept de puissance, et elle est dé ni par

exp:R! ]0;+1 [
X7l €

Elle veut littéralement dire, lever le nombre de Népes;, (un nombre comme les
autres, méme s'il a l'air plus sophistiqué) a une puissance réele

14

La deuxieme raison qui nous interpelle a parler d'exponentielle, est qu'elle
est la solution de I'équation di érentielle :

fO=f

Maintenant vous savez ce que cela veut dire, si vous voulez vous rappeler la

démonstration, veuillez vous rendre a la proposition 2.4 du cours de dérivation.
Et comme vos profs de mécanique ont pu vous faire comprendre, cette équatjon
di érentielle est assez présente en mécanique, donc il nN'est pas anodin de vqus
I'introduire dans le contexte de ce camp.

J

-

Key point 1.3. Ce point est la conclusion des deux premiers points, nous avons
dé ni la fonction exponentielle qui vérie :

La fonction exponentielle est bijective comme le montre sa courbe, donc il est légitir
de dé nir la fonction logarithmique, qui répond a la question, a quel puissange

\

gy = ¢¢ e’ =1 Loi de puissance
(exp)®= exp (exp)%0) =1 Solution d'équation di érentielle
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faut-il lever le nombree pour trouvery = e ?

In:]0;+1[! R
X 7! In(x)

On a pourx;y 2]0;+1 [
In(xy) = In(x) +In(y)

etin(e) =1
 etin(e)

22
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2 Dérivation

Motivation

On considére un car qui traverse le trajet entre deux villageBeta-El Henchaneet Sidi
L'Mokhtar, de distance x en une durée t. On dé nit la vitesse moyenne du car par :

X
vV —

t
Cependant, le car ne garde pas une vitesse constante, il accélere a des moments, décélére
a d'autres, donc la vitesse moyenne ne nous renseigne paslawitesse instantanée
du car a l'instant to. Pour mieux s'en approcher, on observe le déplacemext du car
pendant un tres court intervalle de tempst 1, centré autour de l'instanttg, c'est a
dire entre tg % etty+ % alors on peut approximer lavitesse instantanée a l'instant

to par

V_X
07 ¢

Plus l'intervalle t est petit, plus la distance x est petite et plus cette estimation devient
précise. Ce raisonnement nous pousse naturellement a envisdgamnotion de limite

t ! 0, quand t s'approche de0, ce qui mene da dérivée , concept fondamental pour
dé nir rigoureusement la vitesse instantanée.

2.1 Limites et continuité

2.1.1 Les fonctions
4 )\

Dé nition 2.1  (Domaine de dé nition). Le domaine de dé nition d'une fonc-
tion f, noté Dy, est I'ensemble des nombres réels qui admettent une image par la
fonction f .

Pour les fonctions que nous considérerons, il y a trois cas principaux de valeurs
non deé nies :

" Dénominateur nul  : Pour f (x) = ﬁx) il faut que g(x) 6 0.
q_—
" Racine carrée d'un nombre négatif . g(x) nest dé ni que pourg(x) O.
" Logarithme d'un nombre négatif ou nul : In(g(x)) n'est dé ni que pour
9(x) > 0.

N J
2.1.2 Limite d'une fonction en un point ni a
4 )

Dé nition 2.2  (Limite a droite et a gauche) Soit f une fonction numérique et
a2 R,

~

On dit quelL est la limite de f en a a gauche, si f (x) se rapproche de.
a mesure quex se rapproche de tout en restant inférieur aa (x  a), et on
note limy, o f(x)= L.

23



Pdle Physique 2 Dérivation

On dit quelL est la limite de f en a a droite , si f (x) se rapproche de.
a mesure quex se rapproche de tout en restant supérieur da (x  a), et on
note lim,, o+ f(x)= L.

Soit D; le domaine de dé nition d'une fonctionf , on se permet de calculer la limite dé
dans les pointsatel quea 2 D¢ ou a sur son bord. Par exemple, dD; =]a;+1 [, on peut
calculerlimy, 5+ f (X), mais on ne peut se permettre de parler de la limite dany, ,f (X)
pour b <ay inclut la limite limy, o f(X).
" Sia2Dg, alorslimy, ,f (x) = f(a).
Pour les limites a bord, la limite peut étre in nie comme les formes er%" ou "In(0)".
Plus rigoureusement, nous avons

lim In(x)= 1
x! O*
(Voir cours sur les fonctions usuelles) et

. 1 ) 1
Iim == 1 Iim —=+1
x!' 0 X x! 0t X

S'il existe "plusieurs” limites pour une fonction, alord n'existe pas de limite . Et
si la limite existe, elle estunique . Exemple :limy, oSin % n'existe pas parce que
la fonction continue d'osciller a I'in ni.

Des fois, la limite def (x) quand x se rapproche dea a gauchelim,, , f(x), diére
de la limite def (x) quand x se rapproche de a droite, limy, 5 f (X).

La fonction f n‘admet pas de limite en un pointa 2 R dans les cas suivants :
Silimy, o~ f(X) et limy, 5 f(x) existent et sont nis, mais limy, 5~ f(x) 6
Iimx! a f(X)

Silimy, 5+ f(x) oulimy, 5+ f(X) n'existe pas ou in ni.

llill

On a"~" =0, cependant i— g ou"+1 1 "sontdes formes indéterminées,
c'est-a-dire qu'on ne peut calculer la limite sans faire plus de simpli cations.

Dé nition 2.3.  Soit f une fonction eta2 D¢, on dit quef admet une limite ena,
si limy, o+ f(X) etlimy, 5 f(X) existent et sont nis, et

)I(i!maf(x): Iilnlﬁf(x): “uma f (x)

2.1.3 Opérations sur les limites
e N

Proposition 2.1. Soitf et g des fonctions sur un intervalld , soita 2 |, on suppose
quelim,, of (x) etlimy ,g(x) existent et sont nis, alors :

fim (f + g)(x) = lim_ (<) + lim, g(x)
)I(i!ma(f:g)(x) = I)i(r!naf (x): )I(i!ma a(x)

24



Pdle Physique 2 Dérivation

Si f est une fonction constante, pour tout élément de I ,f (x) = c, alors

)I(ilmaf xX)=c¢

4 N

Proposition 2.2 (Limite et ordre). Soit f une fonction dé nie surl, soita 2 I,
alors :

© Sif(x) Oalorslimy ,f(x) O.

© Sif(x) Oalorslimy ,f(x) O.

2.1.4 Regles de calcul de limites

x2+2

Exemple Soit f (x) = %7, f est dé nie en tout point saufl, doncD; = Rnflg=

] 1 ;1[]%+1 [. On observe quel est sur le bord, donc on se permet de prendre des
limites def en1. Comme le numérateurx? + 1 a bien une image dans le poirt = 1 qui
est 3. Alors seul le dénominateur qui sera problématique. On a

lim f(x)= 1
x! 1
lim f(x)=+1
x! 1*
On remarque donc que la limite est in nie. Considérons maintenant la limite de la fonction

g(x) =(x 1)f (x) ena=1, on voit que dans ce cas, on peut simplier pafx 1) et la
fonction devientg(x) = x?+ 2, ainsi Dy = R, et d'aprés ce qui précéde

)I(l!ml g(x) =3
Notons toutefois que
Iinl1 g(x) = Iiml (x 1f(x)=3
x! x!

Alors que si I'on essaie d'appliquer la proposition de multiplication des limites dans
operations limites on auralim,, ; (x 1) Ilimy ; f(xX) =0 (1 ) est une forme
indéterminée, donc le deuxiéme point de la proposition 2.1 ne s'applique pas ici parce que
la limite de f en 1 n'est pas ni.

2.1.5 Continuité

Dé nition 2.4. On dit que f est continue en un point a si limy, 5 f(x) =
limy o+ F(X) = limy, of(X) = f(a). f est dite continue sur un intervallel ou
un segemenfa; i si elle est continue en tout point. Graphiquement, est continue si
sa courbe représentative ne présente pas un saut, un trou ou une coupure
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y
A y
» X 1
: X
a
(b) Fonction discontinue en a (un saut):
(a) Fonction continue limy, o F(X)61imy 5+ f(X)

2.2 Deérivation : dé nitions et interprétations
2.2.1 Dé nition
4 N

Dé nition 2.5. Soit f une fonction continue sur[a; [, soit X 2 [a; 4, on dit quef

est dérivable au point, si la limite lim,, W existe, et on dé nit :

f(x)  f(xo0)
X Xo

f qxo) = )I(i!mx0

Si f admet une dérivée en tout point de l'intervallga; b, on dit quef est dérivable
sur cet intervalle.  On note également (souvent en physique ) :

o
fo(x): hall
N dx Y,

2.2.2 Interprétation géométrique du nombre dérivée
4 )
Dé nition 2.6  (Droite sécante) On considere la courbe d'une fonctioi sur un

repere orthonormé, aved(a;f (a)) et Q(x;f (x)) deux points de cette courbe. On
appelledroite sécante entre P et Q la droite

f(x) f(a
PQ:yo= 0 1@ ar 1)

. J
4 )
Dé nition 2.7. Soit f une fonction continue, dérivable suR, quand il existe,f {a)
estle coe cient directeur de la tangente a la courbe représentative def

au point d'abscissen, qui a pour équation

L (D):y= Y@ a+f(@ )

Tangente vue comme limite d'une droite sécante : On peut dire alors, que la droite sécante
entre le point P(a;f (a)) et Q(x;f (x)) devient la tangente de la courbe représentative de
f au pointaalalimite x! a, quandlimy ,(x a)=0.
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(a) La droite verte représente la droite sé- (b) La droite rouge représente la tangente a
cante entreP et Q. la courbe def ena.

Figure 10: Tangente vue comme limite d'un droite sécante

2.2.3 Variation d'une fonction interprétée par le signe de sa dérivée

La dérivée d'une fonction est une mesure de son taux de variation :

Sif est continue et croissante sufa; b, alors, pourx, 2 [a; 4

(00 T0xo)_ o 00 f(xo)
X

F9xp) = fim |
x! X Xo Xt Xo X Xo

0

Si I'on considere la limite a droite, c'est-a-dire lorsque ! x;,onax Xo. Comme
f est croissante, on a alor§(x) f(Xg). D'apres la proposition 2.2, on en déduit

quefYxy) O.
De méme, six I Xy, alorsx  Xp, et doncf (x) f(Xg). On conclut également
quefYxy) O.
( . - . \
Note 2.1. Ce type de raisonnement s'appelle en mathématiquaisonnement
par disjonction de cas , il est utilisé quand on ne peut pas formuler ung

démonstration dans le cas général, comme dans ce cas, pruf X, sans
indiquer si la limite est a droite ou a gauche, on ne peut décider fs{(xo)
est positive ou négative, alors on considere deux cas Xo Ou X  Xp. La
démonstration est considérée compléete si tous les cas possibles sont
_traités.

Conclusion :  Sif est croissante sufa;l, alorsf® 0 sur|[a; 4.

Sif est décroissante sufa; 1, alors :
En considérant la limite a droite, c'est-a-dire lorsquec ! x§, onax Xo. Comme
f est décroissante, on &(x) f(Xo), donc :

F(x)  f(xo)
X  Xp

0:

D'aprés la proposition 2.2, on en déduit quéqx,) O.
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En considérant maintenant la limite & gauche, c'est-a-dire lorsque! Xx,, on a
X  Xo, et de mémef (x) f (Xg), donc :

f(x) f(xo)
X  Xp

0;

ce qui conduit également & x,) O.
Conclusion :  Sif est décroissante sufa;l, alorsf® 0 sur[a;H.

A . . . 1 t . . .
Sif = C®, alorslimy y, W = limy », S-S = 0. Dans cette limite, il ne

s'agit pas d'une forme indéterminée parce qugx) f (Xxp) s'annule avant méme
que x converge vers<g, doncf {xg) =0.

Conclusion : Sif est constante surfa;lj, alorsf =0 sur[a; b

Figure 11: Représentation dé (x) = x>+ 1 et les tangentes em= 1:5,b=0,c=1:5

2.3 Dérivation : Propriétés et applications
2.3.1 Regles et propriétés de la dérivation
4 )

Proposition 2.3. Soientf et g deux fonctions dérivables sur le segmelat; bj, pour
C une constante, on a :

(F°+ g)(x0) = fU%0) + gYxo)
(cf)Yx0) = cf Axo)
(f (9(x0))°= f Ag(x0))g%0)
Si de plus,f est bijective, etf {f (x)) 6 0, alors

-
FAF +(x))

(f H0=

Démonstration 2.1. On a:
(f(x)+ a(x)) (f(xo) 9(xo))
X Xo

F() fx) , 9(x)  9(xo)
X  Xp X Xp

(F°+ g9(x0) = lim_

= lim
x!' X

Par linéarité de la limite, et aussi parce que les deux limites existent, on retrouve :

(f°+ g9(x0) = f Ax0) + gAXo)

Il nN'est pas compliqué de véri er la seconde égalité, alors on se propose de montrer le
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troisiéeme cas :

(f (g(xo))°= lim 9% T(g(x0))
X! Xo X Xo
_ i FE00) f(9(x0)) 9X)  g(x0)
x!' Xo g(X) g(xo) X  Xo

En utilisant les propriétés de la limite du produit, et commdim,, ,, W
existe etlim ,, XOW existe aussi, alors :
| |
(o) f(gxo) | g(x)  9(xo)
0_ L ¥ =
(FCxo)”= M = 0y gtxo) M w0 ="— f {g(x0)) g1x0)

Finalement pour la derniére dérivée de l'inverse, on considére I'égalité suivante qu'on
va dériver ensuite :
f(f(x) = x

En passant a la dérivée, et en appliquant la dérivée de la composée, démontrée ci-dessus,
on a alors

(f HOFAF () =1

-

~
Exercise 2.1. 1. Calculezf {x) sif (x) = x" pourr 2 Q et x 6 0.

2. En déduire la dérivée deg(x) = f"(x) pour f fonction quelconque. Indication :
Utilisez le troisieme point de la proposition précédente.

3. Soientf et g deux fonctions dérivables sur un segmejat; j. Trouvez (fg){xo)
en fonction def {xo) et gYXo).

4. En déduire que sig ne s'annule pas sur le segment, alors
|

f 0 - fAx0)g(xo) f (x0)gxo)

g 07 ?(Xo)
S ° Y,
4 N\

Proposition 2.4 (Dérivée des fonctions usuellesPour x 2 R:

(sin)d(x) = cos(x)

(cosf(x) =  sin(x)

(tan)(x) = 1 + tan( x)?

fqx) = € pourf (x) = &
=1

\Pour x>0, (In)qx) = 1 )
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Démonstration 2.2. " Pour démontrer les trois dérivées trigopnométriques, il
sut de démontrer la limite suivante

. sin(x
lim %) =
x! 0 X

1

La gure 12 est une démonstration géométrique de l'inégalité :

sin(x) x  tan(x)

2 2 2

Notons que la surface de la portion du cercle eSt= >- = 3 Ainsi, on a

cosk)

sin(x)
Et on sait quelimy ocosk) = cos(0)= 1, donc quandx ! 0, la fonction )
s'approche d'un nombre qui est compris entrg et 1, donc il ne peut étre quel
Ainsi limy, o Smxw =1, et par les propriétés des limites des fonctions gentilles,
on a alors .
. sin(x
lim ) =
x! 0 X
On commence par la dérivée du sinus, et on utilise la formule trigonométrique

i i — at+x in X a inei -
sin(x) sin(a) =2cos %> sin %% , ainsi :

1

sin(x) sin(a)
X a

(sin)qa) = lim_

_2cos X sin 2
= lim
x!a X a
_ + _sin %2
=lim s =5= ==
. sin(h)
= cos(a) lim = cos(a
(@) lim = (a)
~ Pour la dérivée du cosinus, nous avons
(cosf(x) = (sin 5 X 0= (sin)o(E X)= cos 5 X = sin(x)

Le signe provient de la dérivée de la composée et du fait que la dérivée de
Xx7! 5 Xxesteégalea-1.

Pour la dérivée du tangente, on utilise la formule de dérivée du quotient

(cosf(x)sin(x) cosk)(sin)qx) _

cos(x) ~ cog(x) =i ey

(tan) qx) =
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" On calcule maintenant la dérivée de I'exponentielle a partir de I'equation fonc-
tionnelle qu'elle véri e

fF(x+y)=T0f(y)

On considere la dérivée dé par rapport a x (y est donc une constante). On
note h(x) = x + y,soit hN{x) =1 on a

(f W% = hPF? h(x) = fYx+y)

En appliquant I'égalité, nous trouverons

fqx+y) = FA0)f (y)

Pour x =0, et sachant que {0) = 1 pour I'exponentielle népérien, on a alors

fqy) = f(y)

Pour trouver la dérivée du logarithme, on applique la formule de la dérivée de
l'inverse,

1 1 1

explin(x)) _ exp(in(x)) _ x

(I Yx) = (exp HAx) =

Figure 12: Comparaison géométrique de surfaces

(" )
Exercise 2.2. Montrez que sif est une fonction dérivable suf0;+1 [ vers R nf0g,
alors

qFO— 0
( f)°= P
(In(f))°= P

f

Considérez la fonctiong(x) = P x et h(x) = In(x), et utilisez la formule de la dérivée

kde la composég f ouh f. )

2.3.2 Continuité et Dérivabilité
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Théoréme 2.1. Sif est une fonctiondérivable sur un intervalle |, alors elle est
continue sur cet intervalle.

Démonstration 2.3. Soita2 |, calculons la limite def (x) quandx ! a.

li!ma(f x) f(a)= Iixr!naf(x)zf(a):(x a)

a
= |m M:”'m(x a)
X! a X a x! a
=f%) 0=0 (4)

On a le droit de prendre le produit des limites, parce queest dérivable era, donc
limy o ¥ L@ existe. Ainsilimy of (x) = f(a), etf continue ena.

Cependant , une fonction continue , n'est pas toujoursdérivable , nous présenterons
deux exemples de fonctions, la premiere continue en tout point ket non dérivable en
0. Et le deuxiéme exemple d'une fonction continue sWR et nulle part dérivable.

Exemple 1 : La valeur absolue On dé nit

fo=jx= *3% 2
y
F(x)=Jx]
X

xIllrg f(x) = )|(I!ITE) x=0

lim f(x)=Ilim x=0
x! O* x! O*

Comme la limite def (x) en 0 coincide a droite et a gauche, alork est continue en0, on
peut déduire ce résultat graphiquement.

(
_1six O
) = 1six< 0

Ainsi limy, o« fqX)=16 1=1Iim,, o fYx). Ainsi, f est bien continue en 0, mais
elle n'est pas dérivable en 0.
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Exemple 2 : Fonction continue sur R nulle part dérivable On considerelD<a< 1
etbh>3
D
f(x)= lim a* cos b x
N! +1
k=0
Courbe de la fonction : Dans ce cas, la fonction oscille beaucoup en chaque point,
gu'on ne peut pas capturer la variation dd en un point donné, donc en particulier la
dérivée n'existe pas en ce point. Cette fonction a été proposée par deux mathématiciens
Hardy et Weierstrass

Figure 13: Fonction continue partout surR nulle part dérivable.

2.3.3 Dérivées patrtielles

En physique, il est courant de rencontredes fonctions a plusieurs variables , c'est-a-
dire des grandeurs qui dépendent de plus d'un parametre. A titre d'exemple, la température
T d'un objet peut dépendre a la fois de ses coordonnées dans l'esacg; z) et du temps
t, et on note T(X;y;z;t). Dans ce cadre, on parle ddérivée partielle , c'est a dire,
dérivée de la fonction température par rapport a un parameétre des quatre. Et on no%{
la dérivée partielle deT par rapport au tempst, @1 la dérivée partielle deT par rapport
au tempsx, et ainsi pour les deux autres parametres.
Regle de F:alc?ul Soit f (X;y) = x?y _ xy? + y, si on veut calculer%_; on applique les

régles de dérivation standard, on considésecomme une constante, ainsi

@f 2

— =2X X

@x y Xy
De l'autre coté, pour calculer la dérivée partielle dé par rapport ay, %;en considérant
X comme constante,

@f _ ,
— = X“+2xy+1
@y d
Une regle fondamentale est que :
! !
@ af _ @ of

@y @x @x @y
Tous les hommes sont mortels. Socrate est homme. Donc Socrate est mortel... Tous les

participants FMA sont motivés. Un éléve motivé démontre les régles fondamentales.
Donc les participants FMA démontrent les régles fondamentales.

[Note 2.2. On note @@X %; = % ]
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2.3.4 Dérivation d'un vecteur
On considére une fonction vecteu&k dé nie par :

A:R! R®
x7! A(x)=f(x)&+ gx)g + h(x) &

Sif;g; h sont des fonctions dérivables, alors la fonction vectoriell& est aussi dérivable et
sa dérivée est dé nie par :

are)_d dg o
ax x> T ax YT ax

&

2.3.5 Développement limité d'une fonction dérivable

Soit f une fonction dérivable sur un intervallel , soita2 |, on pose :
fo)=f@+ fa)(x a+"(x)

On peut Vvéri er que limy, 5"(x) = 0. Ainsi, quand x est trés proche deg, soit x ! a,
souvent en physique, on néglige la partigx), et on considére :

fx) f@+fYa)(x a

Cette approximation s'appelledéveloppement limité de premier ordre . Figurons-
nous, que le coté droit de cette approximation n'est autre que I'équation de la tangente de
la courbe def au point a (Voir section 2.2.2). De plus, quand a une expression di cile

a manipuler, cette approximation linéaire facilite les choses.

(" )
Exercise 2.3. Soit f dérivable surl, et f° également continue et dérivable su
cet intervalle. On appelledéveloppement limité de deuxieme ordre de f
I'approximation suivante :

f(x) f(@+fqa)(x a)+ cx a)?

ou ¢ est une constante. Exprimez en fonction def °¢a) ou f est la dérivée de °

& J
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Résumé de Cours Dérivation

[

~

Key point 2.1 (Notion de limite). Calculer cette limite lim,, 5 f(x) revient a
répondre a la question quand s'approche dea a gauche, c'est-a-dire tout en restant
inférieure a a, alors f (x) s'approche de quoi ? Et la limitdim,, .+ f (x) revient a
répondre a la méme question en supposants'approchant dea de droite (x > a).
Quand ces deux limites sont égales et nies, on dit que la limite existe et on a

lim f (x) = lim f(x)= lm_f(x)
X! a x! a X! a /

.

~

Key point 2.2 (La dérivée) La dérivée vient dans ce camp, pour nous sublimg

du calcul rudimentaire des vitesses moyennes et nous inviter a faire des calculs|de

parametres instantanés. Sans ce cours, vous naurez pas compris comment calculer

l'intensité de pesanteur avec un pendule, ni comment poursuivre le cours des Ondes.
L . : ! iatiod*)_f (@ |

La dérivée est tout simplement un calcul d'un taux de variatior=,—= quandx ! a.

Donc il s'agit de calculer une limite :

—

f (%) = lim M
x! a X a )

[

.

~

Proposition 2.5. Soientf et g deux fonctions dérivables sur le segmejat, I, pour
C une constante, on a :

(F°+ g)(x) = £ + otx)
(cf)Ax) = cfqx)
(f + 9%%) = fx)
(F (9(:))°= £ Y9(x))gx)
(fg)%0) = f 1)g(x) +  ()gx)
0o F0)  f(x)gtx)

g () g?(x)

Si de plus,f est bijective, etf {f *(x)) 6 0, alors

1

(W= e

-

Proposition 2.6 (Dérivée des fonctions usuellesPour x 2 R:

(sin){x) = cos(x)

(cosf(x) =  sin(x)

(tan)(x) = 1 + tan( x)?
fqx) = € pour f (x) = €
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Pour x> 0, (In)9x) = 1 J
N

[

Key point 2.3 (Développement limité) Le développement limité n'est pas un fan
tasme de la physique, c'est un concept mathématique rigoureux (avec une son
in nie), mais il n'est pas trop faux d'approximer 10?4 + 1 par 10?*. C'est ce que fait
le développement limité de premier ordre :

fx) f@+f(a)(x a

Vous pouvez vous persuader vous-méme (en faisant le calcul bien sdr) que quang
angle est tres petit, alors on a

cos() 1
sin( )

me

I un

tan( ) %)
Y,
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3 Calcul Intégral

Motivation

Nous avons vu que si I'on dispose de la fonctiot{t) qui donne la distance parcourue par
un objet a chaque instantt, alors la vitesse instantanée est donnée par la dérivée de la
fonction x(t) par rapport au tempsv(t) = d’;(tt). Maintenant, inversons le probléme, et
supposons que nous disposons d'un "speedometer” pour mesurer la vite@geale 'objet
a di érents instants t, et on veut calculer la distance parcourug(t).

Une premiere idée, serait de calculer les distances parcourdgé) pendant de tres
courtes duréedldt centrées en un instant,, et puis de faire une somme sur toutes ces

distances "in nitésimales" pour trouver la distance nale :
X
x(t) = x(t)

Et on sait d'aprés la loi de la vitesse quex = v(t) t. Et on a plus t est petit, plus la
précision augmente, ainsi on a

X
x(t) = Iltr!n0 v(t) t
- " . R

Cette limite "grossiere" est ce qu'on appeliatégrale , qu'on note ttif
et t; est l'instant nal ou on veut calculer la distance, et on écrit

Z,,

X = v(t)dt

Ainsi, on a déduit la distance x en fonction de la vitesse, qui n'est d'autre que l'intégrale
de la vitessev(t). On conclut a ce stade deux intuitions sur l'intégrale :

N

ou t; l'instant initial,

L'intégrale est une somme in nie danR.

On voit aussi que le calcul de distance est une intégrale de vitesse. Et on sait que la
vitesse est une dérivée de distance.
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3.1 Calcul de primitives

4 )
Dé nition 3.1.  L'intégration est I'opération inverse de la dérivation. Sif , fonction
continue sur le segmenia; b, est la fonction dérivée de la fonctiorr, alors F est
dite la primitive de f, et on dé nit l'intégrale de la fonction f par :

Zp
f(x)dx=F(b F(a)

\Et dans la suite, on utilisera la notation :[F (x)]2 = F(b F(a). )

e R
Note 3.1. Notons que la primitive n'est pas unique, tant que la dérivée d'une constan
est 0. Donc siF est la primitive d'une fonction continue surf[a; g f, alors F + ¢
est aussi primitive def pour tout c2 R. On a donc une in nité de primitives pour
toute fonction continue sur un segment. Ainsi, on voit que le calcul intégral repos

[e

e

nécessairement sur le calcul des primitives.

- Y,
Fonction Primitive
( 2R) x +C
X" (r2Qnf 1g) =X+ C
sin(ax + b) Lcos@x+ b+ C
cos@x + b) Zsin(ax+ b+ C
ul+ 0 u+v+C
u? u-+cC
udu' (r2 Qnf 1g) —Lutt + C
2 In(x) + C
fO g ¢ f g+ C
4 N\

Eroposition 3.1. Toute fonction continue sur[a; i est intégrable sufa; b c'est-a-dire

2f (x)dx existe et nie.
. J

4 N

Proposition 3.2. Soientf; g deux fonctions continues sur un intervallé, et a; b;c
trois éléments del . Soit un réel, on a:

~ Ratdx =0
~ Porydx = af (x)dx
. R R R
2(f + Q()dx =" Jf (x)dx+ 7 g(x)dx

. R R
2f (x)dx= 2f(x)dx

R R R
S P (x)dx+ S (x)dx = Sf (x)dx (Relation de Chasles)
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Démonstration 3.1. On démontrera les deux premiers points et le dernier point, le
reste est facile a véri er.

~

Soit F la primitive de f sur |,
Z a
f(xX)dx=F(a) F(a)=0
Z a
bf xX)dx=F(b F(@= (F(@ F(b)= f (x)dx
z > z

Z C C
’5 b Ctdx=FH F@+ F(Q FB=F@ F@= f(dx

a

4 N

Note 3.2 (Di érence entre primitive et intégrale). Ce qu'il faut comprendre c'est que
la primitive d'une fonction est égalementine fonction dé nie sur un intervalle.

Alors que l'intégrale est umombre , c'est la di érence des images de la primitive entre
deux points donnés. A titre d'exemple, le calcul de la vitesse a partir de I'accélération
est une primitive, parce qu'on veut savoir la vitesse en tout point. De l'autre c6té
le calcul du travail du pointA au point B d'une force F a partir du déplacement
élémentaireW = 2 F:dl est une intégrale, parce qu'on a les bornes d'intégration €
cela donne un nombre. )

174

—+

.

3.2 Techniques d'intégration

Quand on est amené a calculer I'intégralgff (x) dx et quef n'a pas la téte d'une primitive
usuelle, alors il existe des techniques d'intégration qui raménent les calculs a des cas usuels.
On verra dans cette section deux meéthodes tres puissantes : l'intégration par parties et le
changement de variables.

3.2.1 Intégration par parties

L'integration par parties repose sur la dérivée du produit, c'est une maniére de contourner
les problemes de calcul de primitives. Ainsi, si l'intégration était un jeu, alors les primitives
est le premier niveau, et si vous comprenez ces techniques d'intégration, alors un niveau
avancé du jeu unlocked. A vous de jouer les amis !

4 )

Dé nition 3.2.  Soientf; g deux fonctions dérivables sur un intervalle et f ° et ¢°
sont continues surl et soienta et b deux éléments de l'intervallé on a :
z z z

F0g)dx+ FgXdX = (Fg)%x) = [ (g2

a a a
Ainsi si une expression est identi ée comme étarft%, alors on identi e les termes et
on procede comme sulit :

y4 y4

b b
f Ax)g(x)dx = [f (x)g(x)]3 f (x)gqx)dx
\_ a a J
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4 )
Exercise 3.1. Calculez les intégrales suivantes :

~

A= Rof x cosk)dx avecf {x) = cos(x) et g(x) = x

| " B= R In(x)dx avect {x) = 1 et g(x) = In( x)

3.2.2 Changement de variable

L'idée du changement de variable vient en physique, pour simpli er les choses tout d'abord,
ou pour déduire une loi sans se casser la téte avec les détails du calcul, comme c'est
le cas de la déduction de la loi de Stefan-Boltzmann a partir de la loi de Planck (voir
Thermodynamique 1 et Maths Recap). Il faut aussi comprendre une chose, c'est que les
fonctions mathématiques sont appliquées a des parameétres sans dimension. Si on écrit
cosfwt), on doit bien s'assurer quex = wt est sans dimension, ce qui est le cas car le
temps est ens et la pulsationw ens 1.

4 )

Dé nition 3.3.  Soient g une fonction dérivable et monotone (croissante ou décroig
sante) sur[a; [ tel queg® continue sur[a; ], et f une fonction continue surg([a; b)),
ona: 7 7

b g(b)
f  g(x):09x)dx = f (u)du
a g(a)

Cette propriété est appelée changement de variable en posant la nouvelle variable
\u = g(x), et l'identi cation vient de f g(x) = f (u) et g{x)dx = dg= du.

J

3.3 Interprétation géométrique des intégrales

On considére la surfac& en dessous de la courb@ def dans un repére orthonormé,
délimité par la droite (D) : x = a et la droite (D,) : x = bet I'axe des abscisses. On se
propose de lier cette surfac& a l'intégrale def entre a et b.

On découpe le segmerfa; i en n petits morceaux pour construire des rectangles
s'appuyant sur chaque portion de segment ainsi que sur la courbe On considére une
subdivision(a= Xg <X < <X, = b) telle quexy = a+ %k, tous les rectangles sont
donc de méme largeur Xy = Xg+1 Xk = bn—a et pour la longueur on prendf (xx) ou
f (Xk+1). On retrouve alors la sommeS =~ [, 2-2f (a+ 2-2k).
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Et on peut voir que pourn trés grand, rigoureusemgnt guand on fait la limite de cette

somme, on retrouve exactement la surfac®=lim ,; R=1 %f (a+ %k).

4 N

Eroposition 3.3. Soitf une fonction continue sur[a; b, on peut dé nir l'intégrale
;’f (x)dx par une limite de somme de Riemann:

f (x)dx = lim b a ,.P 3
a n'l il n

.. . . R A
Ainsi, on arrive a ce que l'intégrale ;’f (x)dx = S est en vérité un calcul de la
surface S en dessous de sa courlég . Elle concrétise l'idée que l'intégrale est une
somme sur une droite continue, et on anfa capture dx.

J

4 N

Note 3.3. La propriété 3.11 est pratique a la fois pour le calcul des intégrales quand
la sommeS est connue, ou pour le calcul des limites quand l'intégrale de la fonctign

f est facile a calculer.
\_ J

(" )
Exercise 3.2. On considere un cone de rayon de bage et de hauteurh, et on se
propose de calculer son volume.

Question -1 On considerer(z), le rayon de la section circulaire du cone (la
surface paralléle a la base du pyramide) & la hautezyr montrez quer (z) = %2,
Question -2 Trouvez l'aire A(z) d'un cercle de rayonr(z).
Qusetion -3 Retrouvez le volume du cbne en intégrant sur son volume élémentajre
dVvV = A(z)dz.
(2) )

&

Les équation di érentielles
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4 R
Dé nition 3.4. Une équation di érentielle est une équation qui relie unéonc-
tion inconnue & sesdérivees .

Autrement dit, c'est une équation qui contient :
une fonction, commef (x) ou y(t).
: . dy
une ou plusieurs de ses dérivées, comi®x) ou at
. J

3.4 Les équations di érentielles en physique

En physique, beaucoup de phénomenearient dans le temps
qui rend les équations di érentielles indispensables.

ou dans l'espace, ce

Exemples:
Phénomene Equation di érentielle associée
Mouvement d'un objet a= ((jj\t/ F =ma
o . dl dQ
C ts élect , —
ircuits électriques % gt .
P tion d d — —=
ropagation d'une onde an % a3z

Proposition 3.4. Parmi les techniques utilisées pour résoudre les équations djf-
férentielles, on ales intégrales , en utilisant notammentles primitives ou les
di érentes techniques d'intégration

Exercise 3.3. Résoudre I'équation di érentielle suivante :

fqx)= f (x)

ou est une constante réelle donnée.
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Résumé du Calcul Integral

Key point 3.1. La primitive d'une fonction f est une fonctionF tel queF°= f,
ainsi la vitesse est une primitive de I'accélération, et la distance est une primitive de
la vitesse. L'intégrﬂle est un nombre, comme la calcul du travail entre un poiAt et

un point B : W = 2 F:d

Fonction Primitive
( 2R) X +C
X" (r2Qnf 1g) =X+ C
sin(ax + b) —tcos@x+ b+ C
cos@x + b) Zsin(ax+ b+ C
u+ 0 u+v+C
u?® u+cC
udu' (r2 Qnf 1g) —Lutt + C
2 In(x) + C
fO g ¢ f g+C
e A\

Key point 3.2. On considere I'équation di érentielle (une équation de la fonctiof
et de ses dérivées) suivantef:°= af alors

f(x) = Ae™

\OU A est une constante. )

4 )
Key point 3.3. On peut véri er que la fonction

f (x) = Acosf@x) + B sin(ax)
ou A et B des constantes, est une solutions de I'équation di érentielle de

fO% g2 =0

ot f %= (£ 9°
| ouf®=(f9

43



Pdle Physique 4 Thermodynamique 1 : Température de la Terre

4 Thermodynamique 1 : Température de la Terre

4.1 Introduction

Tout au long de cette semaine, vous avez assemblé un bagage énorme de connaissance en
physique. LePFD (Principe Fondamental de la Dynamique) semble la source de toutes
les lois de physique : un axiome de notre univers que seul un génie comme Newton pouvait
postuler. Toutefois, a la n du 19éme siécle, on savait déja que R-D ne pouvait pas

tout expliquer, plus précisément, les lois physiques énoncés a I'époque ne pouvaient pas
expliquer une expérience physique en particulier : le rayonnement du corps noir.

La physique est dé nitivement constituée avec ses concepts fondamentaux; tout ce qu'elle
peut désormais apporter, c'est la détermination précise de quelques décimales supplé-
mentaires. Il y a bien deux petits problémes : celui du résultat négatif de I'expérience
de Michelson et celui du corps noir, mais ils seront rapidement résolus et n'altérent en
rien notre con ance." Cette phrase, souvent citée, mais jamais référencée, est faussement
attribuée a Lord Kelvin. Elle permet néanmoins de bien poser le cadre de notre aventure
suivante. On se permet de signaler que le probleme du corps noir, marque le début
d'un basculement énorme de la physique, c'est la naissance de la physique quantique.
Ne vous inquiétez-vous, vous allez comprendre ce terme exotique "corps noir'dans ce
cours. Néanmoins, nous n'allons pas considérer I'expérience de Michelson, et il n'est pas
nécessaire de |'étudier pour construire le socle pédagogique de ce camp.

4.2 Loi de Planck
42.1 Dé nition

Un corps noir est un corps qui absorbe tout rayonnement qu'il regoit, peu importe la
longueur d'onde de la radiation regue, sans rien transmettre, ni ré échir, ni di user. Ce

corps, a I'équilibre thermodynamique, émet toute I'énergie qu'il a recu. Toutefois, le
spectre de I'émissionj.e la contribution de chaque longueur d'onde dans la puissance
émise, ne dépend que de la température du corps, et non de sa composition chimique.

4.2.2 Loi de Planck

Prenons I'exemple d'un forgeron qui chau e une barre métallique pour produire une épée,
lorsque la barre est su samment chau ée, elle devient rouge. Cette propriété n'est pas
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unique pour le fer, elle est vraie quel que soit le corps. Mieux encore, la température
nécessaire pour un rayonnement rouge est la méme pour tous les corps. La fameuse loi
de Planck nous donne la formulation mathématique : tout corps de températuiie> 0
rayonne dans toutes les longueurs d'ondesselon la relation suivante :

2hc? 1
L(1T): 5 hc
eksT 1

avec .

h est la constante de Planckh =6:626 10 34 J s

N

c est la célérité de la lumiéer&=3 10 m s?
kg la constante de Boltzmankg =1:38 10 #J K !

Cette formule est e rayante, certes, elle'est pas a retenir . Ce qu'il faut savoir, c'est
l'allure de la courbe :

Figure 14: La courbe admet un maximum global de luminance.

Remarque Le raisonnement de Planck pour établir sa loi était révolutionnaire pour son
époque. |l est le premier a penser que I'échange d'énergie entre la matiéere et la lumiere
est quanti €. Pour lui, I'énergie lumineuse est comme le beurre, elle n'est pas quanti ée,
mais quand un vendeur propose du beurre, il propose de le vendre selon des galettes de
200y. Un acheteur ne peut qu'avoir une quantité de beurre qui soit un multiple d20Qy.
L'échange est quanti é.

En e et, Planck n'a pas osé contredire la mécanique classique et dire que I'échange
énergétique est quanti €, ce n'est qu'une nécessité calculatoire, un biais mathématique
pour expliquer le rayonnement du corps noir. Une explication physique acceptable et
surtout compatible avec les lois classiques. Il fallait attendre un certain Albert Einstein
pour oser postuler une quanti cation a proprement dit, c'est la naissance de la physique
guantique.

4.2.3 Loi de Wien

Une conséguence directe de la loi de Planck, c'est qu'on a un maximum de I'énergie
rayonnée a une longueur d'onde bien donnée. Mathématiquement, cela correspond au
point ou la dérivée s'annule.
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Théoreme 4.1 (Loi de Wien). Le point du maximum global de la courbe de luminance
max €St relié a la température par la relation :

max T =2:899 10 3K:m

Démonstration 4.1. On considére la fonctionL( ;T ), on dérive par rapport a
c'est-a-dire on considereT comme constante.
hc

d(;T)_ 5 ° | sereFeT

d he _hc
ekgT 1 S(ek BT 1)2

Le maximum global de la courbe correspond au pointa.x tel que

dLGT),
S mar) =0

hc
max kB T

dL(;T)
d
Cette équation est résolue numériquement en considérant le point d'intersection

de la fonction exponentielle et la fonction a ne et la solution numérique donne
Xmax = 4:965 soit en remplacanth;c et kg par leurs valeurs, on trouve la relation :

Pour Xmax = on a

(( max)=0 51 e "™ )= Xmax

max T =2:899 10 °K:m

Exercise 4.1. Sachant que la longueur d'onde du jaune eSO0m, estimer la
température de la surface du soleil.

Corrigé:  En utilisant la loi de Wien, on trouve Tg = 5800K

4.3 Equilibre thermodynamique

4 N
Dé nition 4.1.  Un systeme est dit en équilibre thermodynamique s'il est en équilibfe
mécanique et s'il est un équilibre thermique.
L'équilibre mécanique veut dire que la somme des forces extérieures est nulles,| on

parle de corps pseudo-isolé. L'équilibre thermique provient quand I'échange total |[du
\corps avec l'extérieur en termes de chaleur est nul.

J

4.3.1 Loi de Stefan-Boltzmann

La loi de Stefan-Boltzmann est une autre conséquence de la loi de Planck. Elle s'obtient en
intégrant L( ; T ) selon toutes les possible,i.e de0 a+1 .Vous trouverez un exercice en
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Math Recap qui démontre la loi de Stefan-Boltzmann a partir de la loi de Planck, on vous
invite a le consulter, mais sachez gu'il est un peu avancé. On obtient ainsi que la puissance
rayonnée par unité de surface est proportionnelle®*. La loi s'énonce mathématiquement
comme suit :

= :T4
S

ou 5:670374 10 8W m 2 K 4 P la puissance rayonnée, & la surface latérale de
l'objet, et estle ux dé ni par cette méme relation comme le quotient de la puissance
par la surface.

4.4 Puissance recgue par la terre

Comme on va faire des applications qui concernent des objets plutét sphériques, on
rappelle I'expression de la surface d'une sphere :

S=4R?
On aura besoin également des données numeériques suivantes :
" Rayon du soleilRs =6;963 10°km
Température du soleilTs = 5800K
Rayon de la terreRt = 6400km
Distance entre la Terre et le SoleiT S =1;495 1Ckm

Pour les applications numériques, la température est prise en kelvin( C) =
T(K) 27315

On peut ainsi déduire la température de la terre : On calcule le ux rayonné par le
soleil, nommons-le s = T &. Par conservation de la puissance, on a égalité entre la
puissance au niveau du soleil et celle au niveau de la terre. Or, comme la puissance est
rayonnée au niveau de la surface latérale, on obtient :

s4R§= 14TS?

ou 7 le uxrecgu par la terre.

Toutefois, pour calculer la puissance totale recue par la terre, il faut multipliert par la
surface e cace, soit la surface du disque de rayoR+, le rayon de la terre. A I'équilibre
thermodynamique, on aura égalité entre la puissance totale que recoit la terre et la
puissance rayonnée par celle-ci, on peut calculer ainsi le ux rayonné par la terre (a travers
la surface latérale) et déduire, d'apres la loi de Stéphane, la température terrestre.
Puissance totale recue par la terre :

PT = T R -2|-
Puissance totale rayonnée : (équilibre thermodynamique)

PTO = PT
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Flux rayonné, a travers la surface latérale :

o Pro
T~ 4R2
Loi de Stéphane : s _
T]_ = i
Conclusion : s
. R:E_ . — r.Q10
T, = @Ts =279:81K =6:81°C

Note 4.1. On voit que dans la formule nale, la température ne dépend pas de |a
taille de la terre, ce qui n‘est pas évident a premiére vue.

45 E et de l'albédo

En fait, on a fait une hypothése assez réductrice qui est que la terre était un corps noir,
et donc absorbe toute I'énergie qu'elle recoit. Cela n'est évidemment pas le cas, et on a
alors une quantité d'énergie qui est ré échie. On dé nit le coe cient d'albédo, notéA,
comme la proportion de puissance lumineuse ré échie.

Dans ce qu'on a fait jusqu'a présent, on n'a jamais tenu en compte I'e et de I'atmosphére,
c'est bien le theme de I'application suivante. Toutefois, pour I'application numérigue ici,
on prend le coe cient d'albédo celui de I'atmospheére, donc enviroA = 0:30.

Le calcule de la premiere Qjartie sera le méme, sauf que cette fois-ci, on prendya=

(1 A) s.OnobtientT,= *1 AT,=25597K = 1703C

L'albédo a pour e et de diminuer la température, on voit alors que le3; et T, sont
beaucoup trop basses par rapport a la réalité, et ne conviennent pas a la vie terrestre.
Nous avons ignoré I'e et d'un autre élément : I'atmosphere.

4.6 E et de l'atmosphére
4.6.1 Atmosphére parfaitement transparente

On peut voir d'apres les applications numériques précédentes que, sans atmosphere, la
terre sera trop froide pour héberger de la vie. Heureusement, la nature est bien faite, et
on va voir que l'atmosphére va doubler, ou presque, le ux qu'on recgoit.

Soleil

S2

Atmosphére I
T S2

Terre
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On fait d'abord I'hypothese que l'atmosphére est parfaitement transparente pour la
lumiére visible, et parfaitement opaque pour l'infrarouge. En se plagcant a I'équilibre
thermodynamique, en faisant un bilan radiatif sur I'atmosphére et la terre, on obtient le
systeme suivant :

8
2

>

s2t 1= s2t2  Bilan sur I'atmosphére

2t A= 1 Bilan sur la terre

On élimine 4, on obtient t =2 5,. On obtient bien le fait que I'atmosphére o_uble la
puissance recue au niveau de la terre. Et d'apres la loi de Stéphane, ofga * 2T, =
30436K =31:36°C

4.6.2 Atmosphere réelle et e et de serre

L'hypothese que I'atmosphére était parfaitement transparente pour le visible n'est pas
réaliste : d'une part, d'aprés la loi de Planck, une partie du ux rayonnée par le soleil est
bien dans l'infrarouge, d'autre part, les gaz qui constituent I'atmosphére absorbent un
peu de chaleur, c'est I'e et de serre.

Soleil I
A
S2
Atmosphére
P , | @ )=
Terre

Ainsi, une partie g est absorbée par I'atmosphere, et le bilan radiatif devient :

8
2

>

s2t 1= (1 ) s2+t2 A
(1 ) s2t A= T

On élimine A, on obtient 1 =(2 ) s2. On prend =0:30, cette valeur dépend de

la conc%ntration des gaz a e et de serre dans I'atmosphere. D'apres la loi de Stéphane, on
aT,= "2 T ,=292:28K =19:28°C. Ce qui est bien réaliste et re éte trés bien la
température moyenne de la terre. La nature est bien faite, la terre n'est ni trop loin, ni
trop proche du soleil, mais idéalement placée pour héberger la vie.

Conclusion

On remarque que la température nale dépend deayon du soleil, la distance soleil
terre, I'Albédo et l'e et de serre. Ainsi, on en déduit pour une planeteP qui tourne
autour d'une étoile E, et dont le coe cient d'Albédo et A et le coe cient re étant
I'e et de serre, la température sera :

S
JREAL AR )
P E2 max

Tp:
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Ou =2:899 10 3K:m la constante de Wien, et . la longueur d'onde correspondante

a la couleur de I'étoile. Dans la pratique, il faut tenir compte du red-shift qui intervient di

a I'expansion de l'univers. Une fois cela fait, on peut accéder a la lumiére réelle de I'étoile,
et si I'on cherche une vie semblable a la notre, on doit chercher une planete avec presque
les mémes propriétés et donc méme A et surtout mémeT. Nous avons déterminé la
zone habitable pour chaque étoile ! Notre quéte pour la vie extraterrestre ne fait que
commencer !
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5 Mouvement

Ce chapitre est une breve introduction au mouvement. Dans cette premiere
partie, nous examinerons d'aborade que signi e étre en mouvement , ainsi

gue les référentiels. Nous montrerons ensuite que le mouvement est relatif et
nécessite un référentiel pour étre bien dé ni. Nous passerons rapidement a la
maniére de décrire mathématiquement le mouvement en utilisant des systemes
de coordonnées. Au cours de cette introduction, nous considérerons certaines
classes importantes de mouvements. Jusqu'a ce point, nous ne nous aurons
pas demandéourquoi les choses bougent, mais uniguemeocbmment . Ce
n'‘est qu'en abordant les lois de Newton que nous établirons un lien entre
le mouvement et segauses. Voila le cadre philosophique dans lequel nous
décrivons le mouvement en physique newtonienne.

5.1 Introduction
5.1.1 Mouvement

Pour déterminer les lois régissant le changement, il faut de prime abord pouvdicrire
le changement. Le changement le plus simple qu'on peut observer est la variation des
positions des objets dans le temps qu'on quali e dmouvement .

On peut décrire tout objet par un grand nombre de particules qui le constituent, c'est
pour cette raison qu'on commence par traiter le mouvement d'une particule représen-
tée par un point sans degrés de libertés internesNous allons commencer par traiter
le mouvement en une dimension de I'espace avant de généraliser naturellement au cas
multidimensionnel.

Bien que le mouvement puisse sembler facile a décrire de la vie de tous les jours, il
y a beaucoup de subtilités qui apparaissent directement quand on contemple le sujet.
Considerons par exemple la blague classique: Un policier arréte une dame dans une voiture.
Le policier se pointe et lui dit:"Madame, vous avez dépassé la vitesse limite dé&réth *."
Elle répond: "Monsieur, ce que vous racontez est impossible, ¢a fait a peine 7 minutes que
j'ai commencé a rouler. Comment pourrais-je aller & &n.h * si jai pas conduit pendant
une heure?". Cette blague démontre, de maniéere grossiere certes, le paradoxe au c+ur
de la description mathématique du mouvement. Si ¢a n'a pas su a vous démontrer le
probléme. On pourrait considérer le paradoxe de Zénjmui a époustou € les esprits les
plus brillants de la Gréce antiqué. Le paradoxe procéde de la fagon suivante:

Ssi Brahim veut rattraper une tortue. Ssi Brahim est 10 fois plus rapide que la
tortue. Supposons que la tortue est a 100m de Ssi Brahim. Quand Ssi Brahim
parcourt 100m, la tortue prend l'avance et parcourt 10m. Ensuite, Ssi Brahim
parcourt les 10m, la tortue prend l'avance en parcourant 1m, a l'in ni. Ssi
Brahim ne va jamais rattraper la tortue. Pourtant ce n'est pas ce qui se passe
dans la vraie vie! Paradoxe!

2Qui ne peut pas tourner autour de lui-méme, ni se comprimer ou se dilater.

8zénon d'Elée, philosophe grec v-éme siécle avant notre ére.

4C'est une histoire fascinante, Zénon I'a énoncé pour soutenir la doctrine de Parménide selon laquelle
le mouvement serait une illusion !
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Figure 15: Ssi Brahim et la tortue [1].

Pour aboutir a une résolution tout a fait satisfaisante de ce paradoxe, il faudrait
attendre les travaux de Newton (et Leibnitz). Soit a peu prés 2100 ans!

5.1.2 Relativité du mouvement

Supposons que l'on veuille vous placer dans un vaisseau spatial, en mission autour du
Soleil. Le vaisseau se déplacera a la vitesse gigantesqu8@ken par seconde Seriez-vous

Figure 16: Vaisseau spatial Orion, source: NASA

partants pour une telle mission ? Y survivriez-vous ?

Sans que vous le sachiez, vous étes déja dans une mission semblable, puisque la Terre
est déja un vaisseau spatial en orbite autour du Soleil a environ cette vitesse. Pourtant,
VOUS ne ressentez jamais rien, n'est-ce pas ? Cela est di a la notion de relativité du
mouvement : le mouvement ne peut étre dé ni qu'a partir de I'objet qui le mesure. Pour
le Soleil, vous étes en pleine mission spatiale insensée, mais pour vous, c'est le Soleil
gui bouge tout le temps. Par rapport au centre de la Voie lactée, vous et le Soleil étes
exactement sur la méme trajectoire.

Nous arrivons ainsi a notre premier principe du mouvement, connu sous le nom de
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relativité galiléenne. Le mouvementest relatif et ne peut étre dé ni que par I'observateur.
De plus, pour I'observateur, il est toujours au repos et se situe au centre de son univers.
L'observateur suit la position de tous les objets a tout instant.

lllustrons cela par un autre exemple. Supposons que vous marchiez dans un bus roulant
a 60km.h *. Supposons que vous marchiez & un rythme décent Blam.h * dans le méme
sens du déplacement du bus. Quelle est votre vitesse ? Par rapport a une personne assise
de l'autre coté de la rue, vous vous déplacez & une vitesse6®km.h *, mais pour les
gens dans le bus, vous ne marchez qu'a une modeste vitessBkae.n *.

Notre fagcon intuitive de concevoir le mouvement est de toujours supposer que le sol
Sous nos pieds est au repos. Cela a du sens pour des créatures telles que nous, mais ce
n'est en aucun cas absolu. On peut aller encore plus loin : on vous a appris que la Terre
orbite autour du Soleil et que le Soleil est au repos. Ce n'est la encore absolument pas
une Vvérité absolue. Par rapport au centre galactique, ou résident d'immenses étoiles et
des trous noirs, le Soleil, avec tout le systeme solaire, tourne lui-méme avec la galaxie. Et
cela peut étre poussé encore plus loin. Par rapport aux étoiles et galaxies lointaines, notre
chere Voie lactée se dirige vers sa plus proche voisine, Andromede, et entrera bientét en
collision avec elle. Inutile de dire que méme cette perspective peut étre repoussée si I'on
considere I'expansion de l'univers, mais cela dépasse le cadre de ce cours.

Cela devrait su re a montrer que notre maniere intuitive de concevoir le mouvement
n'‘est pas absolue, mais consiste simplement a prendre le sol comme notre référentiel
habituel.

5.2 Référentiel et coordonnées

Vous étes en train de marcher dans la rue pour aller au lycée, une voiture s'arréte a coté de
vous et vous demande: "C'est ou la pharmacie, s'il vous plait ?". Si vous n'étes pas de Ra-
bat, vous allez lui dire quoi? "Allez tout droit et tournez a gauche". Cette situation contient
toute l'intuition nécessaire a ce cours. Vous venez d'indiquer dans votre référentiel la posi-
tion, correcte si vous n'étes pas de Rabat, par les coordonnées cartésiennes de la pharmacie.

Nous allons maintenant donner un sens plus formel a ce qu'on vient de décrire.

5.2.1 Référentiel

Nous allons donner un sens concret a la notion d'un référentiel

Dé nition 5.1. Un référentiel est un observateur, muni d'une horloge, qui a tou
instant mesure la position de tous les objets. Il est assis a l'origine O.

La position est identi ée avec les coordonnées, I'équivalent de :"Allez tout droit, et
tournez a gauche".
5.2.2 Position

Considérons maintenant notre observateur e®, et une fourmiM se déplacant selon l'axe
X.

SPar mouvement, j'entends non seulement le fait qu'un objet se déplace ou non, mais aussi sa trajectoire,
sa vitesse et son accélération.
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